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Abstract
Dans ce travail on de´crit les alge`bres de Lie quasi-filiformes de rang
non nul. De plus, on rappelle et corrige la classification des alge`bres de Lie
filiformes admettant un tore de de´rivations, ainsi que la liste des alge`bres
gradue´es naturellement et quasi-filiformes.
1 Introduction
Soit g une alge`bre de Lie nilpotente de dimension n et nilindice m, elle est na-
turellement filtre´e par la suite centrale descendante:
g1 = g ⊇ g2 = [g, g] ⊇ g3 = [g2, g] ⊇ ... ⊇ gk+1 = [gk, g] ⊇ ... ⊇ gm+1 = {0}
On peut alors associer une alge`bre de Lie gradue´e, note´e par gr(g), et de´finie
par:
grg =
m∑
i=1
gi
gi+1
=
m∑
i=1
Wi
ou` le crochet est donne´ par:
[X + gi+1, Y + gj+1] = [X,Y ] + gi+j+1 ∀X ∈ gi ∀Y ∈ gj
On dit que g est une alge`bre du type {p1, . . . , pm} si dim
gi
gi+1
= pi. Remarquons
que gr(g) est du meˆme type que g.
De´finition 1 Une alge`bre de Lie nilpotente de dimension n est dite filiforme si
son nilindice est n− 1, c’est-a`-dire si elle est du type {2, 1, 1, . . . , 1}
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On en de´duit que l’alge`bre gradue´e d’une alge`bre filiforme est aussi filiforme.
De´finition 2 Une alge`bre g est gradue´e naturellement quand elle est isomorphe
a` gr g.
Une alge`bre de Lie g gradue´e naturellement peut alors se de´composer de la
forme g =W1⊕W2⊕· · ·⊕Wm ou` les Wi =
gi
gi+1
ve´rifient [Wi,Wj ] = Wi+j pour
i+ j ≤ m.
La classification des alge`bres de Lie filiformes gradue´es naturellement est due
a` Vergne [7].
The´ore`me 1 Toute alge`bre de Lie filiforme et gradue´e naturellement est iso-
morphe a` une des alge`bres suivantes:
1. Ln (n ≥ 3) de´finie dans la base {X0, X1, . . . , Xn−1} par:
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 2.
(les crochets non e´crits e´tant nuls, excepte´s ceux de´coulant de l’antisyme´trie)
2. Qn (n = 2m, m ≥ 3) de´finie dans la base {X0, X1, . . . , Xn−1} par:
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Xj , Xn−j−1] = (−1)
j−1Xn−1, 1 ≤ j ≤ m− 1.
En conse´quence, sauf isomorphisme,il existe deux alge`bres filiformes gradue´es
naturellement de dimension paire y une seule alge`bre filiforme gradue´e naturelle-
ment de dimension impaire.
Proposition 1 [4] Soit g une alge`bre de Lie filiforme de dimension n ad-
mettant une de´rivation diagonale f non nulle. Il existe alors une base de g,
{Y0, Y1, . . . , Yn−1}, forme´e de vecteurs propres de f dont les crochets ve´rifient
l’un des cas suivants:
1. g = Ln, n ≥ 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 2
2. g = Akn(α1, . . . , αt−1), n ≥ 3, t =
n−k+1
2 , 2 ≤ k ≤ n− 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 2,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k
3. g = Qn, n = 2m, m ≥ 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yj , Yn−j−1] = (−1)
j−1Yn−1, 1 ≤ j ≤ m− 1
2
4. g = Bkn(α1, . . . , αt−1), n = 2m, m ≥ 3, t =
n−k
2 , 2 ≤ k ≤ n− 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yj , Yn−j−1] = (−1)
j−1Yn−1, 1 ≤ j ≤ m− 1,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1
ou` (α1, . . . , αt−1) sont des parame`tres ve´rifiant les relations polynomiales de´coulant
des identite´s de Jacobi et les contantes ai,j verifient le syste`me:
ai,i = 0,
ai,i+1 = αi,
ai,j = ai+1,j + ai,j+1.
De plus, si λ0 et λ1 repre´sentent les valeurs propres de f associe´es respective-
ment aux vecteurs propres Y0 et Y1, alors f prend, dans chacun des cas, la forme
diagonale suivante:
1. f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 2)λ0 + λ1)
2. f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (n+ k − 2)λ0)
3. f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, (n− 3)λ0 + 2λ1)
4. f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (n+ k − 3)λ0, (n+ 2k − 3)λ0)
Remarque 1 Dans la re´fe´rence [4], on conside`re aussi les alge`bres Cn(α1, . . . , αm−2)
ou` n = 2m, de´finies dans la base {Y0, Y1, . . . , Yn−1} par:
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yn−i−1] = (−1)
iYn−1, 1 ≤ i ≤ m− 1,
[Yi, Yn−(2k+1)−i] = (−1)
i+1αkYn−1, 1 ≤ i ≤ m− k − 1, 1 ≤ k ≤ m− 2.
Il existe un changement de variable tel que ces alge`bres adoptent la meˆme forme
avec α1 = · · · = αm−2 = 0. En effet, pour e´liminer le parame`tre α1, il suffit de
faire le changement de variable suivant:
Z0 = Y0,
Z1 = Y1 +
α1
2 Y3,
Zi+1 = [Z0, Zi], 1 ≤ i ≤ n− 3,
Zn−1 = Yn−1,
et, de plus, si αj+1 = · · · = αm−2 = 0, le changement de variable Yi → Yi +
αj
2 Yi+2j pour i = 1, . . . , n− 2− 2j, nous permet annuler le parame`tre αj.
On en conclut que les alge`bres Cn sont isomorphes a` Qn; de´sormais les alge`bres
de la forme Cn ne sont pas de rang 1 mais de rang 2.
Le but de ce travail est de donner la classification des alge`bres quasi-filiformes
de rang non nul.
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2 Alge`bres de Lie quasi-filiformes et bases adapte´es
De fac¸on analogue a` Vergne, ont e´te´ obtenues les alge`bres de Lie gradue´es na-
turellement et quasi-filiformes que l’on de´finit ci-dessous [2].
De´finition 3 Soit g une alge`bre nilpotente de dimension n, on dit que g es
quasi-filiforme si son nil´ındice est n− 2.
Si une alge`bre g est quasi-filiforme, en suivant les notations pre´ce´dentes, il
existe deux possibilite´s:
1. Soit g est du type t1 = {p1 = 3, p2 = 1, p3 = 1, . . . , pn−2 = 1}.
2. Soit g est du type tr = {p1 = 2, p2 = 1, . . . , pr−1 = 1, pr = 2, pr+1 =
1, . . . , pn−2 = 1} ou` r ∈ {2, . . . , n− 2}.
Proposition 2 [2] Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme gradue´e naturelle-
ment de dimension n et du type tr ou` r ∈ {1, . . . , n−2}. Il existe alors une base
homoge`ne {X0, X1, X2, . . . , Xn−1} de g avec X0 et X1 dans W1, Xi ∈ Wi pour
i ∈ {2, . . . , n − 2} et Xn−1 ∈ Wr dans laquelle g est une des alge`bres de´crites
ci-dessous.
1. g est du type t1
(a) Ln−1 ⊕ C (n ≥ 4)
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3.
(b) Qn−1 ⊕ C (n ≥ 7, n impair)
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Xi, Xn−i−2] = (−1)
i−1Xn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 .
2. g est du type tr ou` r ∈ {2, . . . , n− 2}
(a) Ln,r; n ≥ 5, r impair, 3 ≤ r ≤ 2[
n−1
2 ]− 1
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Xi, Xr−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
(b) Qn,r; n ≥ 7, n impair, r impair, 3 ≤ r ≤ n− 4
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Xi, Xr−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i−1Xn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
(c) Tn,n−4; n ≥ 7, n impair
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 5
[X0, Xn−3] = Xn−2,
[X0, Xn−1] = Xn−3,
[Xi, Xn−4−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Xi, Xn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2 Xn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i(i− 1)n−3−i2 Xn−2, i = 2, . . . ,
n−3
2
4
(d) Tn,n−3; n ≥ 6, n pair
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[X0, Xn−1] = Xn−2,
[Xi, Xn−3−i] = (−1)
i−1Xn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Xi, Xn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2 Xn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
(e) E19,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[X0, X8] = X6, [X2, X8] = −3X7,
[X1, X4] = X8, [X1, X5] = 2X6,
[X1, X6] = 3X7, [X2, X3] = −X8,
[X2, X4] = −X6, [X2, X5] = −X7.
(f) E29,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[X0, X8] = X6, [X2, X8] = −X7,
[X1, X4] = X8, [X1, X5] = 2X6,
[X1, X6] = X7, [X2, X3] = −X8,
[X2, X4] = −X6, [X2, X5] = X7,
[X3, X4] = −2X7.
(g) E39,5
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[X0, X8 = X6, [X1, X4] = X8,
[X1, X5] = 2X6, [X2, X3] = −X8,
[X2, X4] = −X6, [X2, X5] = 2X7,
[X3, X4] = −3X7.
(h) E7,3
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4
[X0, X6] = X4, [X2, X6] = −X5,
[X1, X2] = X6, [X1, X3] = X4,
[X1, X4] = X5.
On en de´duit qu’il n’y a pas d’alge`bres quasi-filiformes du type t2.
Remarque 2 L’alge`bre E39,5 ne se touve pas dans la classification [2]. En effet,
quand on cherche les alge`bres de dimension 9 ayant une de´rivation diagonale de
la forme diag(1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 5), on obtient facilement trois alge`bres spe´ciales,
isomorphes respectivement a` E19,5, E
2
9,5 et E
3
9,5. De plus, cette alge`bre est d’une
importance conside´rable dans le proble`me de rigidite´ [3] [5].
Corollaire 1 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme gradue´e naturellement
de dimension n . Alors, grg est isomorphe a` l’une des alge`bres de la proposition
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2, Cki,j de´notent les constantes de structure de cette alge`bre dans la base ou` on
l’a de´finie. Il existe alors une base {X0, X1, X2, . . . , Xn−1} de g telle que:
[X0, Xi]−
∑n−1
k=0 C
k
0,iXk ∈ gi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Xi, Xj]−
∑n−1
k=0 C
k
i,jXk ∈ gi+j , 1 ≤ i < j ≤ n− 2− i,
[Xi, Xn−1]−
∑n−1
k=0 C
k
i,n−1Xk ∈ gi+r, 1 ≤ i ≤ n− 2− r,
[Xi, Xn−2] = 0, 0 ≤ i ≤ n− 1,
et, de plus:
1. Si grg ≃ Ln−1 ⊕ C,
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
2. Si grg ≃ Qn−1 ⊕ C,
[X0, Xi] = Xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[X1, Xn−2] = Xn−2,
3. Si grg ≃ Ln,r,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 3
[X1, Xr−1] = Xn−1,
4. Si grg ≃ Qn,r,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[X1, Xr−1] = Xn−1,
[X1, Xn−3] = Xn−2,
5. Si grg ≃ Tn,n−4,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 5
[X0, Xn−3] = Xn−2,
[X0, Xn−1] = Xn−3,
[X1, Xn−5] = Xn−1
6. Si grg ≃ Tn,n−3,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, . . . , n− 4
[X0, Xn−1] = Xn−2,
[X1, Xn−4] = Xn−1,
7. Si grg ≃ Ej9,5 avec j ∈ {1, 2, 3},
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[X1, X4] = X8,
8. Si grg ≃ E7,3,
[X0, Xi] = Xi+1, i = 1, 2, 3, 4
[X1, X2] = X6.
La base {X0, X1, X2, . . . , Xn−1} ainsi de´finie est appele´e base adapte´e.
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3 Classification des alge`bres de Lie quasi-filiformes
de rang non nul
Rappelons qu’un tore maximal de de´rivations de g est une sous alge`bre abe´lienne
maximale de l’alge`bre des de´rivationsDer(g) forme´e de de´rivations ad-diagonalisables
[6]. Tous ces tores maximaux sont conjugue´s par automorphismes, ce qui per-
met de de´finir le rang d’une alge`bre de Lie comme la dimension commune des
tores maximaux de g.
The´ore`me 2 Soit g une alge`bre de Lie quasi-filiforme de dimension n ad-
mettant une de´rivation diagonale f non nulle. Il existe alors une base de g,
{Y0, Y1, . . . , Yn−1}, forme´e de vecteurs propres de f dont les crochets ve´rifient
l’un des cas suivants:
1. Si grg ≃ Ln−1 ⊕ C (n ≥ 4),
(a) g = Ln−1 ⊕ C
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, λn−1)
(b) g = Akn−1(α1, . . . , αt−1)⊕ C, t =
n−k
2 , 2 ≤ k ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (k + n− 3)λ0, λn−1)
(c) g = Ln−1
−→
⊕ lC (2 ≤ l ≤ n− 3)
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yn−1] = Yi+l−2, 1 ≤ i ≤ n− l,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, lλ0)
(d) g = Akn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ lC t =
n−k
2 2 ≤ k ≤ n − 4 2 ≤ l ≤
n− 3
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[Yi, Yn−1] = Yi+l−2, 1 ≤ i ≤ n− l,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 1,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k + 1)λ0, (k + 2)λ0, . . . , (k + n− 3)λ0, lλ0)
2. Si grg ≃ Qn−1 ⊕ C (n ≥ 7, n impair),
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(a) g = Qn−1 ⊕ C
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−1] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−4)λ0+λ1, (n−4)λ0+2λ1, λn−1)
(b) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)⊕ C t =
n−k−1
2 2 ≤ k ≤ n− 5
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k−1, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k+1)λ0, (k+2)λ0, . . . , (n−4+k)λ0, (n−4+2k)λ0, λn−1)
(c) g = Qn−1
−→
⊕al C 2 ≤ l ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−4)λ0+λ1, (n−4)λ0+2λ1, lλ0)
(d) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕al C t =
n−k−1
2 2 ≤ k ≤ n − 5, 2 ≤ l ≤
n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k+1)λ0, (k+2)λ0, . . . , (n−4+k)λ0, (n−4+2k)λ0, lλ0)
(e) g = Qn−1
−→
⊕ blC 2 ≤ l ≤ n− 4
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−1] = Yi+l, 1 ≤ i ≤ n− l − 3,
f ∼ diag(λ0, βλ0, (k+1)λ0, (β+2)λ0, . . . , (n−4+β)λ0, (n−4+2β)λ0, (n−5+2β)λ0)
ou` β = l−n+52
(f) g = Qn−1
−→
⊕ cC
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−4)λ0λ1, (n−4)λ0+2λ1, (n−5)λ0+2λ1)
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(g) g = Bkn−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ cC t = n−k−12 2 ≤ k ≤ n− 5
[Y0, Yi] = Yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,
[Yi, Yn−i−2] = (−1)
i−1Yn−2, 1 ≤ i ≤
n−3
2 ,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, 1 ≤ i ≤ t− 1,
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1, 1 ≤ i < j, i+ j ≤ n− k − 2,
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
f ∼ diag(λ0, kλ0, (k+1)λ0, (k+2)λ0, . . . , (n−4+k)λ0, (n−4+2k)λ0, (n−5+2k)λ0)
3. Si grg ≃ Ln,r (n ≥ 5, r impair, 3 ≤ r ≤ 2[
n−1
2 ]− 1),
(a) g = Ln,r
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3,
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−3)λ0+λ1, (r−2)λ0+2λ1)
(b) g = Ckn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 4, t = [
n−k
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Yi, Yr−i] =
{
(−1)i−1Yn−1 + ai,r−iYr+k−1
(−1)i−1Yn−1
si k ≤ n− r − 1, i = 1, . . . , r−12
si k > n− r − 1, i = 1, . . . , r−12
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j < n− 1, r 6= i+ j ≤ n− k − 1,
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−2, i = 1, . . . , n− r − 2k
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1+k)λ0, (2+k)λ0, . . . , (n−3+k)λ0, (r−2+2k)λ0)
(c) g = Dkn,r, 1 ≤ k ≤ [
n−r−2
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 3
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−1, i = 1, . . . , n− r − 2k − 1
f ∼ diag(λ0, (k+
1
2
)λ0, (k+
3
2
)λ0, (k+
5
2
)λ0, . . . , (k+
2n− 5
2
)λ0, (r−1+2k)λ0)
4. Si grg ≃ Qn,r (n ≥ 7, n impair, r impair, 3 ≤ r ≤ n− 4),
(a) g = Qn,r
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−4)λ0+λ1, (n−4)λ0+2λ1, (r−2)λ0+2λ1)
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(b) g = Ekn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 5, t = [
n−k−1
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] =
{
(−1)i−1Yn−1 + ai,r−iYr+k−1
(−1)i−1Yn−1
si k ≤ n− r − 2, i = 1, . . . , r−12
si k > n− r − 2, i = 1, . . . , r−12
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j < n− 1, r 6= i+ j ≤ n− k − 2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−2, i = 1, . . . , n− r − 2k − 1
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1+k)λ0, (2+k)λ0, . . . , (n−4+k)λ0, (n−4+2k)λ0, (r−2+2k)λ0)
(c) g = Fkn,r, 1 ≤ k ≤ [
n−r−4
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
r−1
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2
[Yi, Yn−1] = Y2k+r+i−1, i = 1, . . . , n− r − 2k − 2
f ∼ diag(λ0, (k+
1
2
)λ0, (k+
3
2
)λ0, (k+
5
2
)λ0, . . . , (k+
2n− 7
2
)λ0, (n+2k−3)λ0, (r+2k−1)λ0)
5. Si grg ≃ Tn,n−4 (n ≥ 7, n impair),
(a) g = Tn,n−4
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 5
[Y0, Yn−3] = Yn−2,
[Y0, Yn−1] = Yn−3,
[Yi, Yn−4−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2 Yn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i(i − 1)n−3−i2 Yn−2, i = 2, . . . ,
n−3
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−5)λ0+λ1, (n−5)λ0+2λ1, (n−4)λ0+2λ1, (n−6)λ0+2λ1)
(b) g = Gkn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 6, t = [
n−k−2
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 5
[Y0, Yn−3] = Yn−2,
[Y0, Yn−1] = Yn−3,
[Y1, Yn−1] = Yn−2 si k = 2
[Yi, Yn−4−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1 n−3−2i
2 Yn−3, i = 1, . . . ,
n−5
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i(i− 1)n−2−i2 Yn−2, i = 1, . . . ,
n−3
2 ,
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j < n− 2, i+ j ≤ n− k − 3
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1+k)λ0, (2+k)λ0, . . . , (n−5+k)λ0, (n−5+2k)λ0, (n−4+2k)λ0, (n−6+2k)λ0)
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6. Si grg ≃ Tn,n−3 (n ≥ 6, n pair),
(a) g = Tn,n−3
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2 Yn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0+λ1, 2λ0+λ1, . . . , (n−4)λ0+λ1, (n−4)λ0+2λ1, (n−5)λ0+2λ1)
(b) g = Hkn,r(α1, . . . , αt−1), 2 ≤ k ≤ n− 5, t = [
n−k−1
2 ]
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, . . . , n− 4
[Y0, Yn−1] = Yn−2,
[Yi, Yn−3−i] = (−1)
i−1Yn−1, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yn−2−i] = (−1)
i−1 n−2−2i
2 Yn−2, i = 1, . . . ,
n−4
2
[Yi, Yi+1] = αiY2i+k, i = 1, . . . , t− 1
[Yi, Yj ] = ai,jYi+j+k−1 , 1 ≤ i < j < n− 2, i+ j ≤ n− k − 2
f ∼ diag(λ0, kλ0, (1+k)λ0, (2+k)λ0, . . . , (n−4+k)λ0, (n−4+2k)λ0, (n−5+2k)λ0)
7. Si grg ≃ E19,5 alors g ≃ E
1
9,5
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[Y0, Y8] = Y6, [Y2, Y8] = −3Y7,
[Y1, Y4] = Y8, [Y1, Y5] = 2Y6,
[Y1, Y6] = 3Y7, [Y2, Y3] = −Y8,
[Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y5] = −Y7,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 6λ0, 7λ0, 5λ0)
8. Si grg ≃ E29,5 alors g ≃ E
2
9,5
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[Y0, Y8] = Y6, [Y2, Y8] = −Y7,
[Y1, Y4] = Y8, [Y1, Y5] = 2Y6,
[Y1, Y6] = Y7, [Y2, Y3] = −Y8,
[Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y5] = Y7,
[Y3, Y4] = −2Y7,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 6λ0, 7λ0, 5λ0)
9. Si grg ≃ E39,5 alors g ≃ E
3
9,5
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
[Y0, Y8 = Y6, [Y1, Y4] = Y8,
[Y1, Y5] = 2Y6, [Y2, Y3] = −Y8,
[Y2, Y4] = −Y6, [Y2, Y5] = 2Y7,
[Y3, Y4] = −3Y7,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 6λ0, 7λ0, 5λ0)
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10. Si grg ≃ E7,3 alors g ≃ E7,3
[Y0, Yi] = Yi+1, i = 1, 2, 3, 4
[Y0, Y6] = Y4, [Y2, Y6] = −Y5,
[Y1, Y2] = Y6, [Y1, Y3] = Y4,
[Y1, Y4] = Y5,
f ∼ diag(λ0, λ0, 2λ0, 3λ0, 4λ0, 5λ0, 3λ0)
Les parame`tres (α1, . . . , αt−1) ve´rifient les relations polynomiales de´coulant des
identite´s de Jacobi et les contantes ai,j verifient le syste`me:
ai,i = 0,
ai,i+1 = αi,
ai,j = ai+1,j + ai,j+1.
Dans la de´monstration du the´ore`me, on souligne les cas ou` grg est isomorphe
a` Ln−1
−→
⊕C et a` grg ≃ Ln,r, pour les autres cas la me´thode est analogue.
De´monstration. Supposons que g est du type t1, alors son alge`bre gradue´e
est isomorphe a` Ln−1 ⊕ C ou bien a` Qn−1 ⊕ C.
Soit f une de´rivation diagonale de g et conside´rons {X0, X1, . . . , Xn−1} une base
adapte´e de g. On peut trouver trois vecteurs propres de f , note´s Y0, Y1, Yn−1,
n’appartenant pas a` l’alge`bre de´rive´e et tels que:
Yn−1 = cn−1Xn−1 + c0X0 + c1X1 +
n−2∑
i=2
ciXi,
Y0 = an−1Xn−1 + a0X0 + a1X1 +
n−2∑
i=2
aiXi,
Y1 = bn−1Xn−1 + b0X0 + b1X1 +
n−2∑
i=2
biXi,
avec
det

 cn−1 an−1 bn−1c0 a0 b0
c1 a1 b1

 6= 0.
On peut alors choisir Y0 et Y1 de fac¸on que ∆ = det
(
a0 b0
a1 b1
)
soit non nul.
Quand grg est isomorphe a` Ln−1 ⊕ C, on pose:
Yi+1 = [Y0, Yi] = (a0b1 − a1b0)Xi+1 +
n−2∑
k=i+2
γki+1Xk, i = 1, . . . , n− 3
On en de´duit que {Y0, Y1, . . . , Yn−1} est une base de vecteurs propres de f . Si
λn−1, λ0, λ1 sont les valeurs propres de f associe´es respectivement aux vecteurs
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propres Yn−1, Y0, Y1, alors Yi est un vecteur propre de f avec valeur propre
(i− 1)λ0 + λ1 pour i = 1, . . . , n− 2.
La matrice de changement de variable de la base adapte´e {Xn−1, X0, X1, . . . , Xn−2}
a` la base de vecteurs propres de f , {Yn−1, Y0, Y1, . . . , Yn−2}, est la suivante:


cn−1 an−1 bn−1
c0 a0 b0 0
c1 a1 b1
...
...
... ∆
...
. . .
∆


On remarque que le de´terminant de cette matrice est non nul et on calcule les
crochets restants dans la base de vecteurs propres {Yn−1, Y0, Y1, . . . , Yn−2}.
Comme [Y0, Yn−1] ∈ g3 et f est une de´rivation, on peut supposer que [Y0, Yn−1] =
0 en faisant, si ne´cessaire, un changement de variable sur Yn−1 . Par ailleurs,
[Y1, Yn−1] appartient aussi a` g3 alors:
[Y1, Yn−1] =
n−2∑
i=3
diYi
En imposant que f est une de´rivation, on obtient que:
[(i− 1)λ0 − λn−1]d
i = 0 i = 3, . . . , n− 2
Si on conside`re en plus les conditions de Jacobi on trouve les cas suivants:
a) Lorsque λn−1 = lλ0 pour un certain l ∈ {2, . . . , n− 3}, on obtient:
[Yj , Yn−1] = Yl+j−2, 1 ≤ j ≤ n− l,
[Yj , Yn−1] = 0, n− l + 1 ≤ j ≤ n− 2.
b) Si la condition ante´rieure ne se ve´rifie pas on trouve que:
[Yj , Yn−1] = 0, 1 ≤ j ≤ n− 2.
Dans ce dernier cas g est de la forme g′⊕C ou` gr(g′) est isomorphe a` Ln−1 puis,
en utilisant des arguments similaires, on de´duit que g′ est isomorphe a` Ln−1 ou
bien elle est du type Akn−1. Par contre, dans le premier cas on obtient que g est
d’une des formes Ln−1
−→
⊕ lC ou A
k
n−1(α1, . . . , αt−1)
−→
⊕ lC, pre´cise´es dans l’e´nonce´
du the´ore`me.
Quand grg est isomorphe a` Qn−1 ⊕ C, le meˆme changement de variable et
une de´monstration analogue nous permettent de de´duire les re´sultats.
Supposons maintenant que g est du type tr avec r ∈ {3, . . . , n − 2}. Si
f est une de´rivation diagonale de g et {X0, X1, . . . , Xn−1} une base adapte´e
13
alors on peut trouver deux vecteurs propres de f , de´note´s par Y0 et Y1, qui
n’appartiennent pas a` l’alge`bre de´rive´e et ve´rifiant:
Y0 = a0X0 + a1X1 +
n−1∑
i=2
aiXi,
Y1 = b0X0 + b1X1 +
n−1∑
i=2
biXi,
avec
∆ = det
(
a0 b0
a1 b1
)
6= 0.
On peut supposer que a0 = 1.
Quand grg est isomorphe a` Ln,r, on pose:
Yi+1 = [Y0, Yi] i = 1, . . . , n− 3
Yn−1 = [Y1, Yr−1]
et donc:
Yi = ∆Xi +
n−1∑
k=i+1
γki Xk, i = 2, . . . , r − 1,
Yi = ∆Xi +
n−2∑
k=i+1
γki Xk, i = r + 1, . . . , n− 2,
Yr = ∆(Xr + a1Xn−1) +
n−2∑
k=r+1
γkrXk,
Yn−1 = ∆(b0Xr + b1Xn−1) +
n−2∑
k=r+1
γkrXk.
La matrice de changement de base de {X0, X1, . . . , Xr−1, Xr, Xn−1, Xr+1, . . . , Xn−2}
a` {Y0, Y1, . . . , Yr−1, Yr, Yn−1, Yr+1, . . . , Yn−2} est la suivante:

1 b0
a1 b1 0
...
... ∆
...
. . .
∆ ∆b0
∆a1 ∆b1
...
... ∆
...
. . .
∆


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{Y0, Y1, . . . , Yn−1} est une base de vecteurs propres de f , si λ0 et λ1 repre´sentent
respectivement les valeurs propres associe´es aux vecteurs Y0 et Y1 alors, dans
cette base, f est de la forme:
f ∼ diag(λ0, λ1, λ0 + λ1, 2λ0 + λ1, . . . , (n− 3)λ0 + λ1, (r − 2)λ0 + 2λ1)
On calcule les crochets dans cette nouvelle base:
[Y0, Yn−2] = 0,
[Y0, Yn−1] =
{
∆b0Yr+1 +
∑n−2
k=2 ckYr+k si r 6= n− 2
0 si r = n− 2
.
Si r 6= n− 2, on impose que f est une de´rivation:
f([Y0, Yn−1]) = [(r−1)λ0+2λ1][Y0, Yn−1]⇒
{
b0(λ1 − λ0) = 0
ck(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− r − 2
Si 2 ≤ i ≤ r − 1:
[Y1, Yi] = b0Yi+1+
n−i−1∑
k=2
dkYi+k ⇒


b0(λ1 − λ0) = 0
dk(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− i− 2
dn−i−1λ0 = 0
Si r ≤ i ≤ n− 3:
[Y1, Yi] = b0Yi+1 +
n−i−2∑
k=2
dkYi+k ⇒
{
b0(λ1 − λ0) = 0
dk(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− i− 2
[Y1, Yn−2] = 0
[Y1, Yn−1] = b
2
0Yr+1 +
n−r−1∑
l=3
elYl+r−1 ⇒
{
b0(λ1 − λ0) = 0
dl(2λ1 − lλ0) = 0 pour l = 3, . . . , n− r − 1
Si 2 ≤ i ≤ r−12 :
[Yi, Yr−i] = (−1)
i−1(Yn−1−b0Yr)+
n−r−1∑
k=2
gkYr+k−1 ⇒
{
b0(λ1 − λ0) = 0
gk(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− r − 1
Si 1 < i < j < n− 1 et i+ j ≤ r − 1:
[Yi, Yj ] =
n−i−j∑
k=2
hkYk+i+j−1 ⇒
{
hk(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− i− j − 1
hn−i−jλ0 = 0
Si 1 < i < j < n− 1 et i+ j ≥ r + 1:
[Yi, Yj ] =
n−i−j−1∑
k=2
hkYk+i+j−1 ⇒ hk(λ1 − kλ0) = 0 pour k = 2, . . . , n− i− j − 1
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Si 1 < i < n− 1:
[Yi, Yn−1] =
n−i−r∑
l=3
plYl+i+r−2 ⇒ pl(2λ1 − lλ0) = 0 pour l = 3, . . . , n− i− r
Ces calculs nous font envisager diffe´rentes possibilite´s, en conside´rant, en
plus, les conditions de Jacobi.
1. Si λ1 = λ0, il suffit de faire le changement de variable Y1 → Y1 −
b0Y0, Yn−1 → Yn−1 − b0Yr pour trouver l’alge`bre Ln,r
2. Si λ0 = 0, on peut supposer λ1 = 1 et il existe un changement de variable
avec lequel on obtient l’alge`bre Ln,r.
3. Si λ1 = kλ0 avec 2 ≤ k ≤ n − 4, on obtient une alge`bre du type
Ckn,r(α1, . . . , αt−1) ou` t = [
n−k
2 ].
4. Si 2λ1 = (2k+1)λ0 avec 1 ≤ k ≤ [
n−r−2
2 ], on obtient une alge`bre du type
g = Dkn,r.
Dans le reste des cas, le meˆme changement de variable nous permet d’obtenir
les familles d’alge`bres de´crites dans le the´ore`me 2.
Remarque 3 Sauf isomorphisme, il y a seulement deux alge`bres quasi-filiformes
de rang 3, respectivement isomorphes a` Ln−1 ⊕ C et a` Qn−1 ⊕ C.
Les alge`bres quasi-filiformes de rang 2 sont Ln,r, Qn,r, Tn,n−4, Tn,n−3 ou
bien de la forme 1b, 1c, 2b, 2c, 2f, 2g d’apre`s la terminologie du the´ore`me 2.
Les alge`bres quasi-filiformes de rang 1 sont E19,5, E
2
9,5, E
3
9,5, E7,3 ou bien cor-
respondent a` un des alge`bres du type 1d, 2d, 2e, 3b, 3c, 4b, 4c, 5b, 6b de´crites
dans le the´ore`me 2.
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